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1.일반화최소자승법

(1)고전적 회귀모형과 보통최소자승법

-행렬표현 다중회귀모형에서 기본적인 가정들이 성립하는 고전적 회귀모형의
경우 보통최소자승법(OLS)으로 추정한 추정량은 최량선형불편추정량(BLUE)
임을 보인 바 있음

Y  =  X B  +  U
𝑛 × 1 𝑛 × 𝑘 𝑘 × 1 𝑛 × 1

𝑛 × 1 𝑛 × 𝑘 𝑘 × 1 𝑛 × 1

Y=

𝑦1

𝑦2

⋮
𝑦𝑛

Β=

𝛽1

𝛽2

⋮
𝛽𝑘

U=

𝑢1

𝑢2

⋮
𝑢𝑛

X=

1
1

𝑋21 𝑋31⋯
𝑋22 𝑋32⋯

𝑋𝑘1

𝑋𝑘2

⋮ ⋱ ⋮
1 𝑋2𝑛 𝑋3𝑛⋯ 𝑋𝑘𝑛
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-여러 가지 기본적인 가정들 중 다음과 같은 교란항의 동분산
(homoscedasticity)과 비자기상관(no autocorrelation)이 대표적인 가정임

E UU′ =

𝐸(𝑢1
2)

𝐸(𝑢2𝑢1)

𝐸 𝑢1𝑢2 𝐸(𝑢1𝑢3) ⋯

𝐸 𝑢2
2 𝐸(𝑢2𝑢3) ⋯

𝐸(𝑢1𝑢𝑛)
𝐸(𝑢2𝑢𝑛)

⋮ ⋱ ⋮
𝐸(𝑢𝑛𝑢1) 𝐸 𝑢𝑛𝑢2 𝐸(𝑢𝑛𝑢3)⋯ 𝐸(𝑢𝑛

2)

=

𝜎𝑢
2

0

0 ⋯
𝜎𝑢

2 ⋯
0
0

⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 𝜎𝑛

2

= 𝜎𝑢
2𝐼𝑛

=

𝑉𝑎𝑟(𝑢1)
𝐶𝑜𝑣(𝑢2𝑢1)

𝐶𝑜𝑣 𝑢1𝑢2 𝐶𝑜𝑣(𝑢1𝑢3) ⋯

𝑉𝑎𝑟 𝑢2 𝐶𝑜𝑣(𝑢2𝑢3) ⋯

𝐶𝑜𝑣(𝑢1𝑢𝑛)
𝐶𝑜𝑣(𝑢2𝑢𝑘)

⋮ ⋱ ⋮
𝐶𝑜𝑣(𝑢𝑛𝑢1) 𝐶𝑜𝑣 𝑢𝑛𝑢2 𝐶𝑜𝑣(𝑢𝑛𝑢3)⋯ 𝑉𝑎𝑟(𝑢𝑛)
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(2)교란항에 대한 가정의 위배

-그러나 현실적으로 위의 가정이 성립하지 않는 경우가 발생

-즉, 자기상관(1차 자기상관)과 이분산(heteroscedasticity)인 경우가 발생

(자기상관(1차 자기상관))

(이분산)

E UU′ = 𝜎𝑢
2Ω =

𝜎𝜖
2

1−𝜌2

1
𝜌

𝜌 𝜌2 ⋯
1 𝜌 ⋯

𝜌𝑛−1

𝜌𝑛−2

⋮ ⋱ ⋮
𝜌𝑛−1 𝜌𝑛−2 . ⋯ 1

≠ 𝜎𝑢
2𝐼𝑛

E UU′ = 𝜎𝑢
2Ω = 𝜎𝑢

2

𝑘1
2

0

0 0 ⋯
𝑘2

2 0 ⋯
0
0

⋮ ⋱ ⋮
0 0 . ⋯ 𝑘𝑛

2

≠ 𝜎𝑢
2𝐼𝑛
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-자기상관이나 이분산이 있음에도 불구하고 보통최소자승법으로 추정하면
추정량은 편의는 없으나 효율적인 추정량이 되지 못함

-행렬표현 다중회귀모형의 OLS 추정량은 다음과 같음

-위 식의 기댓값을 계산하면 다음과 같게 되어  𝐵은 𝐵의 불편추정량
(unbiased estimator)이 됨

 𝐵 = (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑌

= (𝑋′𝑋)−1𝑋′ 𝑋𝐵 + 𝑈

= 𝐵 + (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑈

= (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑋𝐵 + (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑈

𝐸  𝐵 = 𝐵 + 𝑋′𝑋 −1𝑋′𝐸 𝑈

= 𝐵



6

-다음으로 인 경우 OLS 추정량의 분산을 구해 보면 다음과 같음

- 인 경우 분산은 으로 이 분산이 Gauss-
Markov정리에 의해 최소분산임이 증명되므로 위의 분산은 최소분산이
되지 못함

-결론적으로, 자기상관이나 이분산이 있음에도 불구하고 보통최소자승법으로
회귀계수를 추정하면 편의는 없으나 효율적인 추정량을 얻지 못하고 통계적
추론에서도 문제가 발생

𝐸(𝑈𝑈′) ≠ 𝜎𝑢
2𝐼𝑛

𝑉𝑎𝑟  𝐵 = 𝐸[  𝐵 − 𝐸(  𝐵)  𝐵 − 𝐸(  𝐵)
′
]

= 𝑋′𝑋 −1𝑋′𝐸 𝑈𝑈′ 𝑋(𝑋′𝑋)−1

= 𝑋′𝑋 −1𝑋′𝜎𝑢
2Ω𝑋(𝑋′𝑋)−1

= 𝜎𝑢
2 𝑋′𝑋 −1(𝑋′Ω𝑋)(𝑋′𝑋)−1

= 𝐸[  𝐵 − 𝐵  𝐵 − 𝐵
′
]

𝐸 𝑈𝑈′ = 𝜎𝑢
2𝐼𝑛 𝑉𝑎𝑟  𝐵 = 𝜎𝑢

2(𝑋′𝑋)−1
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(3)일반화최소자승법

-고전적 회귀모형에서 교란항에 대한 기본가정이 충족되지 않을 경우 모형을
기존가정이 충족될 수 있도록 변환하여 최소자승법으로 추정하면 최량불편
추정량을 얻을 수 있음

-이를 일반화최소자승법(Generalized Least Squares: GLS) 또는 Aitken의
최소자승법이라고 하며 그 절차는 다음과 같음

첫째, 𝑃𝑃′ = Ω라고 하면 (𝑃−1)′𝑃−1 = Ω−1이 되는데 여기서 𝑃−1를 L로 두면 아
래의 명제에 의하여 𝐿′𝐿 = Ω−1를 만족하는 비특이행렬(nonsingular matrix) P
가 존재함

(명제) 어떠한 대칭양정부호행렬(symmetric positive definite matrix) Ω에
대해서 𝑃𝑃′ = Ω를 충족시키는 비특이행렬(nonsingular matrix) P가 존재함
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둘째, 다음의 회귀모형에 L을 곱하여 변환함
𝑌 = 𝑋𝐵 + 𝑈
𝐸 𝑈𝑈′ = 𝜎2Ω

변환된 회귀모형은 다음과 같음
𝐿𝑌 = 𝐿𝑋𝐵 + 𝐿𝑈

또는 𝑌∗ = 𝑋∗𝐵 + 𝑈∗

셋째, 변환된 모형의 교란항의 평균과 분산을 구함
(평균)  𝐸 𝑈∗ = 𝐸 𝐿𝑈 = 𝐿𝐸 𝑈 = 0
(분산)  𝐸 𝑈∗𝑈∗′ = 𝑉𝑎𝑟 𝐿𝑈 = 𝐸 𝐿𝑈𝑈′𝐿 = 𝜎2𝐿Ω𝐿′ = 𝜎2𝐿𝐿−1𝐿−1′𝐿′ = 𝜎2𝐼𝑛

∵ 𝐿−1𝐿−1′ = Ω ← 𝐿′𝐿 = Ω−1
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-변환된 모형의 교란항 평균은 0이고 분산은 자기상관이 되어 있지 않으며
동분산의 조건을 만족하므로 변환된 모형을 최소자승법으로 추정하면
BLUE를 얻을 수 있는데 이러한 방법을 일반화최소자승법(GLS)이라고 함

넷째, GLS 추정량은 변환된 모형을 OLS로 추정하면 구할 수 있음

 𝐵𝐺 = (𝑋∗′𝑋∗)−1𝑋∗′𝑌∗

= (𝑋′𝐿′𝐿𝑋)−1𝑋′𝐿′𝐿𝑌

= (𝑋′Ω−1𝑋)−1𝑋′Ω−1𝑌

= 𝑋−1𝐿−1𝐿−1′
𝑋−1′

𝑋′𝐿′𝐿𝑌

교란항의 분산 및 회귀계수의 분산에 대한 추정량은 다음과 같음

 𝜎𝑢
2 =

𝑒′Ω−1𝑒

𝑛 − 𝑘

𝑉𝑎𝑟  𝐵𝐺 =  𝜎𝑢
2 (𝑋′Ω−1𝑋)−1


