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2. 시차분포모형 추정방법

13주차 2차시 : 시차분포모형(추정방법)
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2.시차분포모형 추정방법

- 시차분포모형을 보통최소자승법(OLS)으로 추정할 경우 잘못된 통계적 추론
을 가져올 수 있음

- 왜냐하면, 시차변수를 설명변수로 포함시키면 자유도가 작아지고(자유도는
n-k이므로), 자유도가 작아지면 귀무가설을 기각할 영역이 작아지므로 통계
적으로 유의한 변수도 유의하지 않은 것으로 결론을 내릴 수 있게 됨

- 따라서, 시차분포모형은 OLS로 추정하지 않고 다른 방법으로 추정하는데
대표적인 추정방법으로는 Koyck과 Almon의 방법이 있음



3

시차계수 구조

- Koyck의 추정방법은 시차의 수를 가능한 줄이려는 의도에서 출발

- 다음 식과 같이 먼 과거로 거슬러 올라 갈수록 y에 대한 시차의 영향이 점점
작아진다는 가정을 도입

𝛽𝑘 = 𝛽0𝜆𝑘

- 내생시차변수모형(endogenous lagged variable model) 이라고 불림

① Koyck의 추정방법
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- 시차계수 구조를 시차분포모형에 대입하면 같음

- ⓐ식에서 시차를 하나 뒤로 하면 ⓑ과 식과 같게 됨

- ⓑ의 모형에 𝜆를 곱하면 ⓒ식이 됨

- ⓐ식에서 ⓒ식을 빼면 ⓓ식이 되고, 이를 다시 정리하면 ⓔ식이 됨

𝑦𝑡 = α + 𝛽0𝑋𝑡 + (𝛽0𝜆)𝑋𝑡−1 + … + (𝛽0𝜆𝑘−1)𝑋𝑡−𝑘+1+ (𝛽0𝜆𝑘)𝑋𝑡−𝑘 + 𝑢𝑡 ⓐ

𝑦𝑡−1 = α + 𝛽0𝑋𝑡−1 + (𝛽0𝜆)𝑋𝑡−2 + … + (𝛽0𝜆𝑘−1)𝑋𝑡−𝑘 + 𝑢𝑡−1 ⓑ

𝜆𝑦𝑡−1 = λα + (𝛽0𝜆)𝑋𝑡−1 + (𝛽0𝜆2)𝑋𝑡−2 + … + (𝛽0𝜆𝑘)𝑋𝑡−𝑘 + λ𝑢𝑡−1 ⓒ

𝑦𝑡 − 𝜆𝑦𝑡−1 = α(1 − 𝜆) + 𝛽0𝑋𝑡 + 𝑢𝑡 - λ𝑢𝑡−1 ⓓ

𝑦𝑡 = α(1 − 𝜆) + 𝛽0𝑋𝑡 +λ𝑦𝑡−1 + 𝜈𝑡 (단, 𝜈𝑡 = 𝑢𝑡 − 𝜆𝑢𝑡−1) ⓔ
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- ⓔ식은 다중공선성의 문제가 없으므로 OLS로 추정하면  𝛼,  𝛽0,  𝜆을 구할 수

있고, 따라서  𝛽𝑘 =  𝛽0
 𝜆𝑘를 이용하여  𝛽𝑘를 구할 수 있음

- OLS 추정량은 불편추정량 뿐만 아니라 효율적인 추정량도 되지 못함

- 시차분포모형에서 𝑢𝑡가 자기상관이 없다고 가정하더라도 ⓔ식의 𝜈𝑡는 자기
상관이 있어 OLS 추정량은 효율적인 추정량이 되지 못함

- 또한 𝜈𝑡와 𝑦𝑡−1가 서로 독립이 아니므로 (즉, 직교조건이 성립하지 않으므로) 
OLS 추정량은 불편추정량이 되지 못함

𝐸(𝜈𝑡, 𝜈𝑡−1) = E[ 𝑢𝑡 − 𝜆𝑢𝑡−1 𝑢𝑡−1 − 𝜆𝑢𝑡−2 ] = −𝜆𝐸 𝑢𝑡−1
2 = −𝜆𝜎𝑢

2 ≠ 0

𝐸(𝜈𝑡, 𝑦𝑡−1) = E[ 𝑢𝑡 − 𝜆𝑢𝑡−1 𝑦𝑡−1 ] = −𝜆𝐸 𝑢𝑡−1
2 = −𝜆𝜎𝑢

2 ≠ 0
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- 이에 대한 해결책으로 ⓔ식의 교란항 𝜈𝑡와 독립이고 설명변수 𝑦𝑡−1과 상관
관계가 있는 변수(이를 수단변수라 함)를 이용하는 수단변수(Instrumental 
Variable : IV) 추정방법이 있음

- 여기서는 𝑋𝑡−1이 수단변수로 이용될 수 있는데 그 이유는 𝑋𝑡−1이 이러한 조
건을 만족시키는 좋은 변수이기 때문임

- 따라서 ⓔ식에서 𝑦𝑡−1대신에 𝑋𝑡−1을 사용하여 OLS로 추정

- 이때 직교조건은 해결되어 불편추정량은 얻을 수 있으나 𝑋𝑡와 𝑋𝑡−1사이에
다중공선성 문제가 발생할 가능성이 있으며, 𝜈𝑡가 자기상관이 되어 있으므
로 효율적인 추정량을 얻지 못함
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- Almon의 추정방법은 외생시차변수(exogenous lagged variable)의 모수를
추정한 후 시차모형의 모수를 계산하는 방법으로 다항식 시차(polynomial 
distributed lag : PDL) 모형이라고 함

- 이 방법은 시차계수의 크기가 시차에 따라 2차 함수 또는 3차 함수 등 다항
식의 구조를 가진다고 가정

- 즉, 시차계수(𝛽𝑖)가 다음 식과 같이 시차의 길이인 i의 적절한 차수의 다항
식의 근사치로 계산할 수 있다고 가정

𝛽𝑖 = 𝛼0 + 𝛼1𝑖 + 𝛼2𝑖2 + ⋯ + 𝛼𝑘𝑖𝑟

② Almon의 추정방법
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시차계수 구조

- 예를 들어, r=2인 경우 다음 식과 같이 2차 다항식이 됨

𝛽𝑖 = 𝛼0 + 𝛼1𝑖 + 𝛼2𝑖2

- 이는 시차계수(𝛽𝑖)는 시차에 따라 다음 그림과 같은 구조를 갖는다고 가정
한 것과 같음

시차계수 구조
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- 2차 다항식을 가정하는 경우 𝛽는 𝛼들과 다음의 관계에 있으므로 𝛼0, 𝛼1, 𝛼2

을 알면 𝛽의 값들을 알 수 있음
𝛽0 = 𝛼0

𝛽1 = 𝛼0 + 𝛼1 + 𝛼2

𝛽2 = 𝛼0 + 2𝛼1 + 4𝛼2

. 
𝛽𝑘 = 𝛼0 + 𝑘𝛼1 + 𝑘2𝛼2

- 이를 시차분포모형에 대입하면 다음의 ⓕ식을 얻게 됨
𝑦𝑡 = 𝛼 + 𝛼0𝑋𝑡 + 𝛼0 + 𝛼1 + 𝛼2 𝑋𝑡−1 + ⋯ + 𝛼0 + 𝑘𝛼1 + 𝑘2𝛼2 𝑋𝑡−𝑘 + 𝑢𝑡

= 𝛼 + 𝛼0 𝑋𝑡 + 𝑋𝑡−1 + ⋯ + 𝑋𝑡−𝑘 + 𝛼1 𝑋𝑡−1 + 2𝑋𝑡−2 + ⋯ + 𝑘𝑋𝑡−𝑘

+ 𝛼2 𝑋𝑡−1 + 22 𝑋𝑡−2 + ⋯ + 𝑘2𝑋𝑡−𝑘 + 𝑢𝑡

= 𝛼 + 𝛼0  𝑘=0
𝐾 𝑋𝑡−𝑘 + 𝛼1  𝑘=0

𝐾 𝑘𝑋𝑡−𝑘 + 𝛼2  𝑘=0
𝐾 𝑘2𝑋𝑡−𝑘 + 𝑢𝑡

= 𝛼 + 𝛼0𝑍1𝑡 + 𝛼1𝑍2𝑡 + 𝛼2𝑍3𝑡 + 𝑢𝑡 ⓕ

단, 𝑍1𝑡 ≡  𝑘=0
𝐾 𝑋𝑡−𝑘, 𝑍2𝑡 ≡  𝑘=0

𝐾 𝑘𝑋𝑡−𝑘, 𝑍3𝑡 ≡  𝑘=0
𝐾 𝑘2𝑋𝑡−𝑘



10

- ⓕ식을 OLS로 추정하여  𝛼,  𝛼0,  𝛼1,  𝛼2을 구하고 𝛽와 𝛼의 관계를 이용하여
 𝛽0,  𝛽1, … . . ,  𝛽𝑘를 계산

- Almon의 추정방법에서 다항식의 형태(r의 수) 및 시차 수(k)의 결정은 여러
가지 조합을 시행하여 회귀계수의 t값과 모형의 𝑅2를 높이는 방향으로 함


