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1.OLS 추정량의 특성

(1)선형추정량

-회귀계수의 선형성(linearity in Y)에 대해 살펴보면  𝐵 = (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑌에서 X는
비확률변수(즉, 확정변수)이므로  𝐵은 Y에 대해서 선형이다

단, (𝑋′𝑋)−1𝑋′는 단순회귀분석에서 있는
𝑥𝑖

 𝑥𝑖
2의 행렬식 표현이다

 𝛽1 = 
 𝑖=1

𝑛 𝑥𝑖𝑦𝑖

 𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖

2 = 
 𝑖=1

𝑛 𝑥𝑖(𝑌𝑖−  𝑌)

 𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖

2 = 
 𝑖=1

𝑛 𝑥𝑖𝑌𝑖

 𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖

2 -
 𝑌  𝑖=1

𝑛 𝑥𝑖

 𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖

2 =  𝑖=1
𝑛 𝑤𝑖𝑌𝑖

단, 𝑤𝑖 =
𝑥𝑖

 𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖

2

(참고)단순회귀모형
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(2)불편추정량
 𝐵 = (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑌

= (𝑋′𝑋)−1𝑋′ 𝑋𝐵 + 𝑈

= 𝐵 + (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑈

𝐸  𝐵 = 𝐵 + 𝑋′𝑋 −1𝑋′𝐸 𝑈

= 𝐵

(참고)단순회귀모형
 

𝑖=1

𝑛

𝑤𝑖𝑋𝑖 =  

𝑖=1

𝑛
𝑥𝑖(𝑥𝑖−  𝑋)

 𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖

2

= 𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖

2

 𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖

2 -  𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖  𝑋

 𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖

2

=
 𝑖=1

𝑛 𝑥𝑖
2

 𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖

2

=1

 𝛽1 =  𝑖=1
𝑛 𝑤𝑖𝑌𝑖

=  𝑖=1
𝑛 𝑤𝑖 ( 𝛽0 + 𝛽1𝑋𝑖 + 𝑢𝑖)

= 𝛽0  𝑖=1
𝑛 𝑤𝑖 + 𝛽1  𝑖=1

𝑛 𝑤𝑖𝑋𝑖 + 𝑖=1
𝑛 𝑤𝑖𝑢𝑖

= 𝛽1+ 𝑖=1
𝑛 𝑤𝑖𝑢𝑖 (∵  𝑖=1

𝑛 𝑤𝑖 = 0,  𝑖=1
𝑛 𝑤𝑖𝑋𝑖 = 1) 

𝐸(  𝛽1) = 𝛽1+E( 𝑖=1
𝑛 𝑤𝑖𝑢𝑖 )

= 𝛽1+ 𝑖=1
𝑛 𝑤𝑖𝐸(𝑢𝑖)

= 𝛽1

 

𝑖=1

𝑛

𝑤𝑖 =  

𝑖=1

𝑛
𝑥𝑖

 𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖

2

=
 𝑖=1

𝑛 (𝑋𝑖−  𝑋)

 𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖

2 = 
 𝑖=1

𝑛 𝑋𝑖−𝑛  𝑋

 𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖

2

=0
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(3)최소분산추정량

-다른 선형추정량을 다음과 같다고 하자

-  𝐵가 불편추정량이 되기 위해서는 𝐶𝑋 = 0이 되어야 한다

 𝐵 = [(𝑋′𝑋)−1𝑋′ + 𝐶]𝑌

= [(𝑋′𝑋)−1𝑋′ + 𝐶] 𝑋𝐵 + 𝑈

= 𝐵 + 𝐶𝑋𝐵 + [ 𝑋′𝑋 −1𝑋′ + 𝐶]𝑈

𝐸  𝐵 = 𝐵 + 𝐶𝑋𝐵 + 𝑋′𝑋 −1𝑋′ + 𝐶 𝐸(𝑈)

= (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑋𝐵 + (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑈 + 𝐶𝑋𝐵 + 𝐶𝑈

= 𝐵 + 𝐶𝑋𝐵

= 𝐵 𝑖𝑓 𝐶𝑋 = 0
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-한편,  𝐵 − 𝐵 = [ 𝑋′𝑋 −1𝑋′ + 𝐶]𝑈이므로  𝐵의분산을계산해보자

-다음에 논의하겠지만 𝑉𝑎𝑟(  𝐵) = 𝜎𝑢
2(𝑋′𝑋)−1이므로

𝑉𝑎𝑟(  𝐵)는 𝑉𝑎𝑟(  𝐵)보다 𝐶𝐶′(non-negative definite)만큼 더 크다

-따라서  𝐵은 다른 어떤 선형불편추정량보다 분산이 작게 되는데 이러한 특성
을 가진 OLS추정량을 최량선형불편추정량(Best Linear Unbiased 
Estimator: BLUE)이라고 한다

𝑉𝑎𝑟  𝐵 = 𝐸[  𝐵 − 𝐵  𝐵 − 𝐵
′
]

= 𝐸[ 𝑋′𝑋 −1𝑋′𝑈 + 𝐶𝑈))( 𝑈′𝑋(𝑋′𝑋 −1 + 𝑈′𝐶′)

= 𝐸[ 𝑋′𝑋 −1𝑋′𝑈𝑈′𝑋 𝑋′𝑋 −1) + ( 𝑋′𝑋 −1𝑋′𝑈𝑈′𝐶′) + (𝐶𝑈𝑈′𝑋(𝑋′𝑋)−1+𝐶𝑈𝑈′𝐶′

= 𝜎𝑢
2[ 𝑋′𝑋 −1 + 𝐶𝐶′

= 𝑋′𝑋 −1 𝑋′𝐸 𝑈𝑈′ 𝑋(𝑋′𝑋)−1+( 𝑋′𝑋 −1𝑋′𝐸(𝑈𝑈′)𝐶′) + 𝐶𝐸(𝑈𝑈′)𝑋 𝑋′𝑋 −1 + 𝐶𝐸(𝑈𝑈′)𝐶′

∵ 𝐸 𝑈𝑈′ = 𝜎𝑢
2𝐼𝑛 , 𝑋′𝐶′ = 0, 𝐶𝑋 = 0
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