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21. 확률변수, 확률분포, 확률함수

(1) 확률변수, 확률분포, 확률함수

① 확률변수(random variable) : 임의실험의 결과에 의해 그 값이 결정되는 변수를 말하며 기호로는 X,Y,Z 등으

로 나타내고 그 값은 x,y,z 등으로 씀

- 이산확률변수(discrete r.v.) : 항상 정수의 값을 취하는 확률변수(방 수, 가족 수...)

- 연속확률변수(continuous r.v.) : 일정한 범위 내 모든 실수값을 연속적으로 택하는 확률변수(예:키, 몸무게..)

② 확률분포(probability distribution) : 확률변수 X의 취하는 모든 값과 이에 대응하는 확률을 나타낸 것

- 이산확률분포 : 이산확률변수의 확률분포(예: 베르누이분포, 이항분포, 포아송분포)

- 연속확률분포 : 연속확률변수의 확률분포(예 : 균등분포, (표준)정규분포, t-분포, 𝝌𝟐-분포, F-분포)

③확률함수(probability function) : 확률의 크기를 표현하는 함수

- 확률질량함수(probability mass function: PMF) : 이산확률변수 X가 어느 특정한 값 x를 취할 확률이 어떻게

결정되는가를 보여주는 함수이며 다음의 2조건을 만족시킴

𝒇 𝒙 = 𝑷(𝑿 = 𝒙)

∙ 𝟎 ≤ 𝒇 𝒙 ≤ 𝟏 𝒇𝒐𝒓 ∀ 𝒙

∙  𝒇 𝒇 = 𝟏

- 확률밀도함수(probability density function: PDF) : 연속확률변수 X가 어느 특정한 구간에 포함될 확률이 어

떻게 결정되는가를 보여주는 함수이며 다음의 3조건을 만족시킴

∙ 모든 x값에 대해서 𝒇 𝒙 ≥ 𝟎

∙ 구간 (a, b)의 확률은  𝒂
𝒃
𝒇 𝒙 𝒅𝒙

∙ X의 모든 가능한 값의 확률은  −∞
∞
𝒇 𝒙 𝒅𝒙 = 𝟏
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(1) 결합확률분포

① 결합확률질량함수(joint PMF) : 두 변수 X, Y가 이산확률변수라고 할 때, X는 x의 값을, Y는 y의 값을 동시에

갖는 확률이 어떻게 결정되는가를 보여주는 함수이며 다음의 2조건을 만족시킴

𝒇 𝒙, 𝒚 = 𝑷 𝑿 = 𝒙, 𝒀 = 𝒚

∙ 𝒇 𝒙, 𝒚 ≥ 𝟎 𝒇𝒐𝒓 ∀𝒙, 𝒚

∙  𝒙 𝒚𝒇 𝒙, 𝒚 = 𝟏

② 결합확률밀도함수(joint PDF) : 두 변수 X, Y가 연속확률변수라고 할 때, 두 변수가 동시에 어느 특정한 구간

에 포함될 확률이 어떻게 결정되는가를 보여주는 함수이며 다음의 3조건을 만족시킴

∙ 𝒇 𝒙, 𝒚 ≥ 𝟎

∙  −∞
∞
 −∞
∞
𝒇 𝒙, 𝒚 𝒅𝒙𝒅𝒚 = 𝟏

∙  𝒂
𝒃
 𝒄
𝒅
𝒇 𝒙, 𝒚 𝒅𝒙𝒅𝒚 = 𝑷(𝒂 ≤ 𝒙𝒃, 𝒄 ≤ 𝒚 < 𝒅)

2. 두 확률변수의 분포

(2) 주변확률분포
① 주변확률질량함수(marginal PMF) : 이산확률변수인 두 변수 X, Y의 결합분포에서 X 또는 Y의 어느 하나만

의 확률질량함수

𝒇 𝒙 =  𝒚𝒇(𝒙, 𝒚) (marginal PMF of X) / 𝒇 𝒚 =  𝒙𝒇(𝒙, 𝒚) (marginal PMF of Y)

② 주변확률밀도함수(marginal PDF) : 연속확률변수인 두 변수 X, Y의 결합분포에서 X 또는 Y의 어느 하나만의

확률밀도함수

𝒇 𝒙 =  ∈ 𝒚𝒇(𝒙, 𝒚)𝒅𝒚 (marginal PDF of X) / 𝒇 𝒚 =  ∈ 𝒙𝒇(𝒙, 𝒚)𝒅𝒙 (marginal PDF of Y)
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(3) 조건부확률분포

- 조건부확률함수(conditional PF) : 두 확률변수 X, Y 의 결합확률함수를 𝒇(𝒙, 𝒚)라고 할 때, 어느 한 변수가

특정 값을 취한다는 조건 하에 다른 변수가 값을 취할 확률을 나타내는 함수

𝒇 𝒙|𝒚 = 𝑷 𝑿 = 𝒙 𝒀 = 𝒚 =
𝒇(𝒙,𝒚)

𝒇(𝒚)
(conditional PF of X)

𝒇 𝒚|𝒙 = 𝑷 𝒀 = 𝒚 𝑿 = 𝒙 =
𝒇(𝒙,𝒚)

𝒇(𝒙)
(conditional PF of X)

단, 𝒇(𝒙) 및 𝒇(𝒚)는 각각 주변확률함수를 나타내고, 𝒇(𝒙, 𝒚)는 결합확률함수를 나타냄.

(4) 두 확률변수의 독립성

- 두 확률변수 X,Y의 결합확률함수 𝒇(𝒙, 𝒚)의 주변확률함수를 각각 𝒇(𝒙), 𝒇(𝒚)라고 할 때,

𝒇(𝒙, 𝒚) = 𝒇 𝒙 𝒇(𝒚)이면

두 확률변수는 서로 독립이라고 함
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(1) 확률변수

① 기대값(Expected Value) : 확률분포에서 분포의 무게중심을 말하며, 확률값을 가중치로 하는 확률변수의 가

능한 값에 대한 가중평균이라고 할 수 있음

- 이산확률변수 : 𝑬(𝑿) =  𝒙𝒇(𝒙) = 𝝁

- 연속확률변수 : 𝑬(𝑿) =  −∞
∞
𝒙𝒇 𝒙 𝒅𝒙 = 𝝁

② 분산(Variance) : 확률분포의 기대값을 중심으로 흩어진 정도를 측정함

- 이산확률변수 : 𝑽𝒂𝒓 𝑿 = 𝑬 𝑿 − 𝝁 𝟐 = 𝑬 𝑿𝟐 − 𝝁𝟐 = 𝝈𝟐

- 연속확률변수 : 𝑽𝒂𝒓 𝑿 =  −∞
∞

𝒙 − 𝝁 𝟐𝒇 𝒙 𝒅𝒙 =  −∞
∞
𝒙𝟐𝒇 𝒙 𝒅𝒙 − 𝝁𝟐 = 𝝈𝟐

(2) 두 확률변수

3. 확률변수의 기대값 및 분산

① 기대값

- 두 확률변수의 합 : 𝑬 𝑿 + 𝒀 =  𝒙 𝒚 𝒙 + 𝒚 𝒇 𝒙, 𝒚 = 𝝁𝒙 + 𝝁𝒚

- 두 확률변수의 곱 : 𝑬(𝑿𝒀) =  𝒙 𝒚 𝒙𝒚 𝒇 𝒙, 𝒚

- 독립인 두 확률변수의 곱 : 𝑬 𝑿𝒀 = 𝑬 𝑿 𝑬 𝒀 = 𝝁𝑿𝝁𝒀
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② 공분산(Covariance) : 두 확률변수 X와 Y의 선형관계를 나타냄

- 𝑪𝒐𝒗 𝑿, 𝒀 = 𝑬 𝑿 − 𝑬(𝑿) 𝒀 − 𝑬 𝒀 = 𝑬 𝑿− 𝝁𝑿 𝒀 − 𝝁𝒀 = 𝝈𝑿𝒀

∙ 𝑪𝒐𝒗 𝑿, 𝒀 > 𝟎 → X,Y는 正(+)의 선형관계, 즉, X가 커지면 Y도 커지고 X가 작아지면 Y도 작아짐

∙ 𝑪𝒐𝒗 𝑿, 𝒀 < 𝟎 → X,Y는 負(-)의 선형관계, 즉, X가 커지면 Y는 작아지고 X가 작아지면 Y는 커짐

∙ 𝑪𝒐𝒗 𝑿, 𝒀 = 𝟎 → X,Y는 선형의 관계를 가지고 있지 않음

∙ 𝑪𝒐𝒗 𝑿, 𝒀 =
 𝒊=𝟏
𝒏 (𝑿𝒊− 𝑿)  𝒊=𝟏

𝒏 (𝒀𝒊− 𝒀)

𝒏−𝟏

∙ 공분산의 크기는 X, Y의 측정단위에 영향을 받으므로 상관관계의 크기를 측정하는 지표로서는 부적합

③ 상관계수(Correlation coefficient) : 두 확률변수 X와 Y의 선형관계를 나타냄

- 𝑪𝒐𝒓𝒓 𝑿, 𝒀 =
𝑪𝒐𝒗(𝑿,𝒀)

𝝈𝑿𝝈𝒀
= 𝝆𝑿𝒀

∙ 𝟎 < 𝝆𝑿𝒀 ≤ 𝟏 → X,Y는 正(+)의 선형관계, 즉, X가 커지면 Y도 커지고 X가 작아지면 Y도 작아짐

𝝆𝑿𝒀 = 𝟏인 경우 완전 정(+)의 상관관계를 가짐

∙ −𝟏 ≤ 𝝆𝑿𝒀 < 𝟎 → X,Y는 負(-)의 선형관계, 즉, X가 커지면 Y는 작아지고 X가 작아지면 Y는 커짐

𝝆𝑿𝒀 = −𝟏인 경우 완전 부(-)의 상관관계를 가짐

∙ 𝝆𝑿𝒀 = 𝟎 → X,Y는 선형의 관계를 가지고 있지 않음

∙ 𝝆𝑿𝒀 =
 𝒊=𝟏
𝒏 (𝑿𝒊− 𝑿)  𝒊=𝟏

𝒏 (𝒀𝒊− 𝒀)

 𝒊=𝟏
𝒏 (𝑿𝒊− 𝑿)

𝟐 𝒊=𝟏
𝒏 (𝒀𝒊− 𝒀)

𝟐

∙ X, Y의 측정단위에 영향을 받지 않는(unit free) 상관계수가 상관관계의 정도를 측정하는데 적합
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Cov=0

④ 독립성(independence) : 만약에 두 확률변수 X와 Y가 서로 독립이면 다음의 관계가 성립함

- 𝑪𝒐𝒗 𝑿, 𝒀 = 𝑬 𝑿𝒀 − 𝑬 𝑿 𝑬 𝒀 = 𝟎 ∵ 𝑬 𝑿𝒀 = 𝑬 𝑿 𝑬 𝒀 만약에 X, Y가 독립이면

- 𝑽𝒂𝒓 𝑿 ± 𝒀 = 𝑽𝒂𝒓 𝑿 + 𝒗𝒂𝒓(𝒀)

- 𝝆𝑿𝒀 =
𝑪𝒐𝒗(𝑿,𝒀)

𝝈𝑿𝝈𝒀
= 𝟎

(주의)

- 두 확률변수 X, Y가 서로 독립이면 𝑪𝒐𝒗 𝑿, 𝒀 = 𝟎이지만 𝑪𝒐𝒗 𝑿, 𝒀 = 𝟎이라고 해서 반드시 X, Y가 서로 독

립인 것은 아님

- 즉, 𝑪𝒐𝒗 𝑿, 𝒀 = 𝟎은 독립이기 위한 필요조건이지 충분조건은 아님

독립 𝑪𝒐𝒗 𝑿, 𝒀 = 𝟎
O  

X 독립
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(2) 연산자(operator)

① 기대 연산자

- 𝑬(𝒄) = 𝒄

- 𝑬 𝑿 ± 𝒄 = 𝑬 𝑿 ± 𝒄

- 𝑬 𝒄𝑿 = 𝒄𝑬 𝑿

- 𝑬 𝒂 ± 𝒃𝑿 = 𝒂 ± 𝒃𝑬 𝑿

- 𝑬 𝒂𝑿 ± 𝒃𝒀 = 𝒂𝑬(𝑿) ± 𝒃𝑬(𝒀)

② 분산 연산자

- 𝑽𝒂𝒓 𝒄 = 𝟎

- 𝑽𝒂𝒓 𝒄𝑿 = 𝒄𝟐𝑽𝒂𝒓(𝑿)

- 𝑽𝒂𝒓 𝑿 + 𝒄 = 𝑽𝒂𝒓 𝑿

- 𝑽𝒂𝒓 𝑿 ± 𝒀 = 𝑽𝒂𝒓 𝑿 + 𝑽𝒂𝒓 𝒀 만약 X, Y가독립이면

- 𝑽𝒂𝒓 𝒂𝑿 ± 𝒃𝒀 = 𝒂𝟐𝑽𝒂𝒓 𝑿 + 𝒃𝟐𝑽𝒂𝒓 𝒀 ± 𝟐𝒂𝒃𝑪𝒐𝒗 𝑿, 𝒀 만약 X, Y가독립이아니면



9

이산형 확률분포

연속형 확률분포

포아송분포 이항분포
n이 크다

p가 작다

정규분포

p=0.5 n이 크다

표준정규분포

표준화

t-분포

분산 모름n이 작다

𝝌𝟐-분포

F-분포

제곱의 합

제곱

t-분포의 제곱
=분자자유도 1
분모자유도 t-분포 자유도와
동일한 F-분포

𝜒2-분포의 비
Z분포와 𝜒2-분
포의 비

4. 이론적 확률분포

(1) 이론적 확률분포의 관계

-통계분석에서 자료를 수집하고 그 수집된 자료로부터 어떤 정보를 얻고자 하는 경우에는 항상 수집된 자료가

특정한 확률분포를 따른다고 가정
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(2) 이산확률분포

① 베르누이분포(Bernoulli distribution)

- 𝑃 𝑋 = 𝑥 = 𝑝𝑥(1 − 𝑝)1−𝑥, 𝑥 = 0,1

- 𝑿~𝑩(𝟏, 𝒑)

- 𝑬 𝑿 = 𝒑, 𝑽𝒂𝒓 𝑿 = 𝒑𝒒, 𝒒 = 𝟏 − 𝒑

② 이항분포(binomial distribution)

- 𝑃 𝑋 = 𝑘 =
𝑛
𝑘

𝑝𝑘𝑞𝑛−𝑘, 𝑘 = 0,1,2,… , 𝑘

- 𝑿~𝑩(𝒏, 𝒑)

- 𝑬 𝑿 = 𝒏𝒑, 𝑽𝒂𝒓 𝑿 = 𝒏𝒑𝒒, 𝒒 = 𝟏 − 𝒑

③ 포아송분포(poisson distribution)

- 𝑃 𝑋 = 𝑘 =
𝜇𝑘

𝑘!
𝑒−𝜇, 𝑘 = 0,1,2,3,…

- 𝑿~𝑩(𝝁)

- 𝑬 𝑿 = 𝝁, 𝑽𝒂𝒓 𝑿 = 𝝁
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(3) 연속확률분포

① 균등분포(uniform distribution)

- 𝑓 𝑥 =  
1

𝑏−𝑎
, 𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏

0,다른곳에서

- 𝑿~𝑼(𝒂, 𝒃)

- 𝑬 𝑿 =
𝒂+𝒃

𝟐
, 𝑽𝒂𝒓 𝑿 =

(𝒃−𝒂)𝟐

𝟏𝟐

② 정규분포(normal distribution)

-𝑓 𝑥 =
1

2𝜋𝜎
𝑒
−

1

2𝜎2
(𝑥−𝜇)2

, −∞ < 𝑥 < ∞

- 𝑿~𝑵(𝝁,𝝈𝟐)

- 𝑬 𝑿 = 𝝁, 𝑽𝒂𝒓 𝑿 = 𝝈𝟐

③ 표준정규분포(standard normal distribution)

- 𝑓 𝑧 =
1

2𝜋
𝑒−

1

2
𝑧2, −∞ < 𝑧 < ∞

- 𝒁 =
𝑿−𝝁

𝝈
~𝑵(𝟎, 𝟏)

- 𝑬 𝒁 = 𝟎, 𝑽𝒂𝒓 𝒁 = 𝟏
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① 𝝌𝟐 −분포(chi-square distribution)

- 확률변수 𝒁𝟏, 𝒁𝟐, … , 𝒁𝒏이 서로 독립적으로 표준정규분포 𝒁𝒊~𝑵(𝟎, 𝟏)을 따를 때, 𝒁𝟏, 𝒁𝟐, … , 𝒁𝒏의 제곱합

 𝒊=𝟏
𝒏 𝒁𝒊

𝟐은 자유도가 n인 𝝌𝟐 −분포를 따름

- 𝑿~𝝌𝒗
𝟐일 때

- 𝑬 𝑿 = 𝒗, 𝑽𝒂𝒓 𝑿 = 𝟐𝒗

② 𝐭 −분포(Student’s t-distribution)

- 𝒁~𝑵(𝟎, 𝟏), 𝑽~𝝌𝒗
𝟐이고 Z와 V가 독립이면, 𝑻 =

𝒁

𝑽

𝒗

~𝒕𝒗임

- 𝑿~𝒕𝒗일 때

- 𝑬 𝑿 = 𝟎, 𝑽𝒂𝒓 𝑿 =
𝒗

𝒗−𝟐

- 자유도가 무한히 커지면 t-분포는 표준정규분포에 접근함

- 예를 들어, 표준정규분포와 자유도가 4인 t분포를 비교한

그림으로 t분포가 표준정규분포보다 꼬리부분의 확률이 조금 더 큰 것을 알 수 있음
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③ F-분포(Snedecor’s F- distribution)

- 𝑿𝟏~𝝌𝒗𝟏
𝟐 , 𝑿𝟐~𝝌𝒗𝟐

𝟐 이고 𝑿𝟏, 𝑿𝟐이 서로 독립이면, 𝑭 =

𝑿𝟏
𝒗𝟏
𝑿𝟐
𝒗𝟐

~𝑭
𝒗𝟏
𝒗𝟐

임

- 𝑬 𝑿 =
𝒗𝟐

𝒗𝟐−𝟐

- 분산은 복잡함
- 자유도가 커지면서 분모와 분자의 자유도가 같아질수록 정규분포와 비슷하게 됨

- 만약에 𝑻~𝒕𝒏이면, 𝑻𝟐~𝑭
𝟏
𝒏

임

𝑻𝟐 =
𝒁𝟐

𝑽

𝝊

=
𝝌𝟐

𝟏
𝑽

𝒗

~𝑭
𝟏
𝒗
임
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이론적 확률분포(요약)

분포표기 및 모수 확률함수(𝑓(𝑥)) 평균 분산

𝑋~𝐵(1, 𝑝) 𝑝𝑥𝑞1−𝑥 , 𝑥 = 0,1 𝑝 𝑝𝑞, (𝑝 + 𝑞 = 1)

𝑋~𝐵(𝑛, 𝑝) 𝑛
𝑥
𝑝𝑥𝑞𝑛−𝑥, 𝑥 = 0,1,… , 𝑛 𝑛𝑝 𝑛𝑝𝑞, (𝑝 + 𝑞 = 1)

𝑋~𝑃(𝜇) 𝑒−𝜇𝜇𝑥

𝑥!
, 𝑥 = 0,1,… . .

𝜇 𝜇

𝑋~𝑈(𝑎, 𝑏) 1

𝑏 − 𝑎
, 𝑎 < 𝑥 < 𝑏

𝑎 + 𝑏

2

(𝑏 − 𝑎)2

12

𝑋~𝑁(𝜇, 𝜎2) 1

2𝜋𝜎
𝑒−

1

2
(
𝑥−𝜇

𝜎
)2, −∞ < 𝑥 < ∞ 𝜇 𝜎2

𝑋~𝜒2(𝜐) 복잡함 𝜐 2𝜐

𝑋~𝑡(𝜐) 복잡함 0 𝜐

𝜐 − 2

𝑋~𝐹(𝜐1, 𝑣2) 복잡함 𝜐2
𝜐2 − 2

2𝜐2
2(𝑣1 + 𝑣2 − 2)

𝑣1(𝑣2 − 2)2(𝑣2−4)


